EVALUATION ARITHMETIQUE et MATRICE
SUJET :
0 1 1
On considere la matrice M=|1 0 ]).

I E D
Soient (ay) et (by) deux suites de nombres entiers définies par :

a; =1, b, = 0 et pour tout entier naturel nnon nul { ns1 = an+bn
bps1 = 2ap
1. Calculer as, b», as et bs.
2. Donner M?.
1 0 0
Montrer que M> = M+2IouI=[0 1 0]désignelamatrice identité d’ordre 3.
0 0 1

On admet que pour tout entier naturel non nul n, M" = a,M + b1, ou (ay) et (by) sont les
suites précédemment définies.

1
3. Onnote A= (

1 . g a
5 0) et pour tout entier naturel non nul n, X, la matrice ( ").

by

I
On pose P = [1 _2).

a. Vérifier que, pour tout entier naturel non nul n, X1 = AXj.
b. Sans justifier, exprimer, pour tout entier n > 2, X,, en fonction de A" ! et de X;.
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d. Vérifier que P~! AP est une matrice diagonale D que I'on précisera.

c. Justifier que P est inversible d’'inverse (

W= wir

On note P! cette matrice.

e. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, A” = PD"pP~1,

f. On admet que pour toutentiern = 1:

211_’_%,((_1)11—) %xZ"‘l+%x (—l)")
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En déduire que pour tout entier n = 1, a, = % x (2" +(-D"71).
4. Démontrer que, pour tout entier naturel k, 2*¥ —1 = 0 modulo 5.
5. Soit n un entier naturel non nul et multiple de 4.

a. Montrer que 3a, est divisible par 5.

b. En déduire que a, est divisible par 5.

Réponse :



01 1
On consideére la matrice M = (l 0 1).
1 1 0

Soient (a,) et (by) deux suites de nombres entiers définies par :

2ap

Aan+1

a; =1, b; =0 et pour tout entier naturel n non nul { b
n+1

1. a2=a1+b1=1+0=1;b2=2a1=2><1=2;a3=a2+b2=1+2=3;b3=2a2=2><l=2
0 1 1 0 1 1 2 1 1
2. M2=|1 1| x 0 =1t 2 1
1 1 0 1 1 1 2
0
2

2 1 4 1 2 0y (0 1 1 1 00
Mi=|1 2 1|= 0 +{0 of=(1 0 1]+2|]0 1 oO|=M+2I
1 1 2\ 20 o & 2/ \1 10 0 0
b

1
On admet que pour tout entier naturel non nul n, M" = a, M + b, I, ou (a,) et (b,) sont les
suites précédemment définies.
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3. Onnote A= (2 0] et pour tout n # 0, X, la matrice ( b,

an ap+by) _[(ans1) _
o A=y o) (o) = (e o) = (brt) = X
b. On peut dire que X, = AX}, X3 = AX; = A(AX)) = A%X,, etc., donc que X, = A" X;.
c. det(P)=1x(-2)—-1x1=-3 ;é 0 donc la matrice P est inversible.

)OnposeP (l _12)
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Donc l'inverse de la matrice P est la matrice P7! = (

W= WIS
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- 2 1 2 i
3 3 1 1 1 1 3 3 I+l 1=2 3 3 2 =1
“Aapz |3 8 =13 3 3 3
% E AP‘(l _L)X(z 0)"(1 -2)‘(1 _1) (2+0 2+0) (1 _L)X(z 2)
3 3 3 3 3. 3
4.2 3.2
3+5 -5+5|_(2 o
= (2 _Z _z B 2) = (0 —l) qui est une matrice diagonale appelée D.
37T3 373

e. Soit 2, la propriété : A" = PD"P~L.

* Initialisation
P~'AP=Ddonc PP"'APP~! = PDP! autrement dit A= PDP~! soit A! = PD' P71,
La propriété est vraie au rang n = 1.

* Hérédité
On suppose la propriété vraie au rang n > 1, c'est-a-dire : A" = PD"P™!,
A"™! = Ax A" = (PDP')(PD"P')=PDPP'D"P"! = pp"*ip-!
donc la propriété est vraie au rang n+1

* Conclusion
La propriété est vraie au rang 1, et elle est héréditaire pour tout n = 1; d’apres le
principe de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel n.

On a donc démontré que, pour tout n =1, A" = pp"p-1,

Ix2"+3x (=" Ix2" e ix(-D"

3 3 3 3

f. On admet que pourtout n>1: A" ! = ¥ a2 g T ouseay: 53 al
Fx2"—2x(-1) Fx2" =5 x (=1

an n-1 %xZ"-{-%x(—l)"‘l %xz"—l -x( 1) 1
b X" =A X 1 n_2 n-1 1 n-1_2 n
n 3x2"-£x(-1) 3%x2 3><( 1) 0
) (% x 2"+ x (1)1
2] i 2 -1
3 X 2" — g X (="
Donc a, = % x 2" + % x (-1 = %(2" + (—1)"_1).



4. Soit k un entier naturel.
2% =16 = 1 modulo 5, donc (24]k =1¥ modulo 5, donc 2*f — 1 = 0 modulo 5.
5. Soit n un entier naturel non nul et multiple de 4; donc on peut écrire n = 4k.
a ap= %(2" +(=1)""!) donc
3an =2" + (1)1 =24k ¢ (~1)*k-1 = 2% 4 (~1)** x (-1)"! = 2% — 1 = 0 modulo 5.
Donc 3a,, est divisible par 5.

b. 3ay, est divisible par 5 donc 5 divise 3ay.

Or 3 et 5 sont premiers entre eux donc, d’apres le théoreme de Gauss, 5 divise a,, ce qui
veut dire que a, est divisible par 5.



